Analizis alapjai Il.

Szamsorozatok korlatossaga szélsGértéke, Szamsorozatok
monotonitasanak, konvergencidjanak vizsgalata definicié alapjan.
Eisner Timea

Pécsi Tudomanyegyetem
Matematikai és Informatikai Intézet



Szamsorozatok

Definici6
1. A természetes szamok halmazan értelmezett fiiggvényeket
sorozatoknak nevezziik.

2. Azokat a hozzirendeléseket, melyek a természetes szamok
minden eleméhez egy X halmaz egy és csakis egy elemét
rendelik, sorozatoknak nevezziik.

Jelblések, elnevezések:

® z:N— X (X #(): sorozat

® x(n) := x,: sorozat n. tagja,
n: elem indexe.

® Tovabbi jeldlések sorozatra:
x = (zg,21,...) == (xn,meN) z, (ne€N)



Szamsorozatok fejtai, megadasa

Megkiilénboztetiink néhany sorozatot:

e Ha X =R, akkor z valés szamsorozat, tovabbiakban csak
szamsorozat,

ha X = C, akkor x komplex szamsorozat,

ha X = R2, akkor vektorsorozat,

ha X intervalumok halmaza, akkor intervallumsorozat,

ha X fiiggvények halmaza, fiiggvénysorozat.

Sorozatok megadasa

Explicit alak. Képlettel: Pl. z,, =2n + 1,(n € N),
Implicit alak. Rekurziéval. PI.
1. zo=1, 2y =2p_1+2, (n € N¥),
2. x0=21=1, Tpny1 = Tpn_1 + Tn, (n € N;n > 2): (Fibonacci
sorozat),



Szamsorozatok abrazolasa

e Szamegyenesen: Az egyes elemek értékét abrazoljuk.Jeldljiik,
hogy melyik elem melyik indexhez tartozik.
e Koordinatarendszerben: A sorozat elemeit (n, x,)

szamparokként abrazoljuk (a sorozatot az n — x,
hozzarendelés grafikus képeként abrazoljuk).



Monotonitas

Monotonitas
Definicié
Az z : N — R valds szamsorozatot
® monoton cs6kkenének nevezziik, ha x, > xn,11 Vn €N,

® szigoriian monoton cs6kkenének nevezziik, ha
Ty > Tpt1 YN €N

® monoton névének nevezziik, ha x, < rp+1 Vn € N,

® szigortian monoton névének hivjuk, ha
Ty < Tpt1 Vn €N



Monotonitas

Egy val6s szamsorozat monotonitas szempontjabdl tehat lehet
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Monotonitas
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Monotonitas

Egy val6s szamsorozat monotonitas szempontjabdl tehat lehet
a) monoton:
® monoton novekedd:
® szigordan monoton névekedd (Pl. (n,n € N))

® nem szigorlan monoton névekeds (Pl. (1,1,2,2,3,3,4,4,...),
konstans sorozat)

® monoton cs6kkend:
® szigordan monoton csokkend (Pl.: (—n,n € N))
® nem szigordan monoton csokkend
(PlL: (-1,-1,-2,—-2,—-3,-3,—4,—4,...), konstans sorozat)
b) nem monoton,
® egy adott indextdl kezdve monoton.
P1.:(6,5,3,4,9,8,2,7,5,8,5,1,2,3,4,5.6, ... )
® egy adott indextdl kezdve sem monoton.
PL:((-1)",n €N), (sin 4%, n € N*).



Monotonitas

Feladat
Fogalmazza meg pozitiv allitas formajaban, hogy mit jelemt az,
hogy egy © : N — R sorozat

® nem monoton csokken,
® nem monoton né,

® nem monoton.

Megoldas. Egy x : N — R sorozat
® nem monoton csokken < In* € N: 1z, < Ty
® nem monoton N6 < AN € N:  xpe < Tprrg
® nem monoton < nem monoton né ES nem monoton csdkken
O



Monotonitas

Feladat
Van-e olyan sorozat, amely monoton né és csékken is egyszerre ?

Megoldas. Igen. Ha x : N — R szamsorozat monoton né és
monoton csokken, akkor

VneN: xp>xp41 68 xn < Tpya,
amibdl azt kapjuk, hogy
VneN: z,=x,41.

Az ilyen sorozatokat konstans sorozatoknak nevezziik.



Gyakorlé feladatok 1

Feladat
Vizsgaljuk meg az alabbi sorozatokat monotonitas szempontjabdl!
a) x, = %Zﬁ (n e N)
b) @, = 3243 (n € N)
Q) an=1+23 (n € N¥)
d):cn—n -—n+1 (n € N)
e) xp = oy (n € N)
f) z, =2 (n e N¥)
g) = (=1)"- (n € N¥)
h) z, =(-1)"- \} (n € N¥)



Gyakorl6 feladatok 1 — megoldas

4n+1)+3 4n+3 4dn+T7 4dn+3
2n+1)+1 2n+1 2n+3 2n4+1
C(@n+n@n+1) - (dn+3)(2n+3)
B (2n +3)(2n + 1) B

-2
= <0 VneN
(2n+3)(2n+1) e

tehat az (z,,) sorozat szigordan monoton csokken.
4n+1)+3 4n+3 4n+7 4dn+3
2n+1)—7 2n—7 2n—-5 2n—T7
(An+7)2n—7) — (4n+3)(2n —5)
(2n —5)(2n —7) B
—35
:(2n—5)(2n—7)<0 vVn>3,

tehat (z,) nem monoton, de szig. monoton csokken, ha n > 3.

a) Tppl — Tp =

b) Tntl — Tn =




Gyakorl6 feladatok 1 — megoldas

) 1+ ! 1+ ! ! !
¢) Tpi1 —Tp =1+ —s — ===
nrl T (n+1)2 n? (n+1)2 n?

n? —(n+1)>2 —2n—1
(n+1)2-n? (n+1)2-n2< e

tehat az (z,,) sorozat szigordan monoton csokken.
d) Tpy1—Tn=n+1)2—(n+1)+1-(n*—n+1)=
=n’+2n+1l-n—-n*+n—-1=2n>0 VYneN,

tehat az (z,,) sorozat monoton né. (Megjegyezziik, hogy n > 0
esetén szigoran monoton né.)



Gyakorl6 feladatok 1 — megoldas
Mivel az e) és f) sorozatok minden eleme pozitiv, a monotonitast
vizsgalhatjuk a (x;—:l) sorozat 1-hez valé viszonyitasaval is.

Mindkét sorozat esetén ezt célszerii vizsgalni.

2n+1
Tpt1  (nFD) 2ntl pl 2.2 n! 2
e) = o = —:77:7<1
Tn, = m+1)! 2 (n+1)-n! 2 n+4+1
minden n > 1 esetén, tehat az (x,) sorozat n > 1 esetén szigorGian
monoton csdkken. A sorozat nem monoton, mert
4
ZEO:1<ZE1:2:ZL’2>1}3:§>1’4>
27L+1
z 2t 2.2 2n
Ty = n+1 27 n+1 27 n+1

tehat az (z,,) sorozat monoton né. A sorozat n > 1 esetén
szigorlan monoton.



Gyakorlé feladatok 1 — megoldas

9) Tn4l — Tn = (_1>n+1 (n+1) = (=1)"-n=
= (=D (n+ 1)+ (—D)" =

= (-1)"-(2n+1) {

>0, ha n paratlan,
< 0, han paros,

tehat az (z,,) sorozat nem monoton.

) e = () () =
e Ly L
= (-1)"" m+(1)+ NG

> ha n péaratlan,

—N—

0,
<0, han paros,

tehat az (x,,) sorozat nem monoton. O



Korlatossag — szélssérték

Egy (z,) sorozat esetén képezziik azt a H halmazt, mely a
sorozat elemeit tartalmazza, azaz

H :={z, : neN}.

Ez a halmaz tulajdonképpen az (z,,) sorozat értékkészlete. (Ne
felejtsiik el, hogy a sorozat, egy specialis fiiggvény.)

Egy sorozatnak akkor van szélséértéke, ha értékkészletének
van szélsGértéke.

Egy sorozatot akkor tekintiink korlatosnak, ha értékkészlete
korlatos.

Ezek alapjan a halmazokra tanult fogalmak kdnnyen
atiiltethetsk a sorozatokra.



Szélssérték

Feladat

Fogalmazza at a halmazoknal tanult szélsGértékre vonatkozé
fogalmakat sorozatokra!

Megoldas. Az = : N — R valdés szamsorozatnak

® van minimuma < dn, €N Vn e N:

Ty 2 Tn,,
® NINCS minimuma < VneN dnge N: x,, > x,,
® van maximuma < dn* e N VneN: z, <z,

® NINCS maximuma < VneN dngeN: z,, <z,



Szélséérték és monotonitas

Feladat
Milyen kapcsolat van a sorozatok monotonitasa és a széls6érték
kézott ?

Megoldas. Ha az x : N — R valds szamsorozat
® monoton n8, akkor Vn € N: =z, > z¢, tehat van minimuma.

® monoton csokken, akkor Vn € N : =z, < xq, tehat van
maximuma.



Korlatossag

Feladat
Fogalmazza &t a halmazoknal tanult korlatossagra vonatkozé
fogalmakat sorozatokra!
Megoldas. Az z : N — R val6s szamsorozat

e alulrdl korlatos & Jk e R VneN: z, >k,
alulrél NEM korlatos < Ve R dng e N: z,, >k,
feliilr6l korlatos & JK e R VneN: z, <K,
feliilr6l NEM korlatos < VK € R dng e N: z,, < K,
korlatos < alulrdl és feliilrdl is korlatos <>

dM >0 YneN: |z, <M,

NEM korlatos < alulrdl vagy feliilrsl nem korlatos <

VM >0 3ng e N: |zn,| > M.



a=infx, f=supx

Feladat
Fogalmazzuk meg pozitiv allitds formdjaban, hogy o = inf x,
B =supx, ha x : N — R korlatos valés szamsorozat.



a=infx, f=supx

Feladat
Fogalmazzuk meg pozitiv allitds formdjaban, hogy o = inf x,
B =supx, ha x : N — R korlatos valés szamsorozat.

Megoldas. o = inf x = inf(z,,) <



a=infx, f=supx
Feladat
Fogalmazzuk meg pozitiv allitds formdjaban, hogy o = inf x,
B =supx, ha x : N — R korlatos valés szamsorozat.
Megoldas. o = inf x = inf(z,,) <
i) VneNaz, >a



a=infx, f=supx
Feladat
Fogalmazzuk meg pozitiv allitds formdjaban, hogy o = inf x,
B =supx, ha x : N — R korlatos valés szamsorozat.
Megoldas. o = inf x = inf(z,,) <
i) VneNaz, >a
i) Ve >0 esetén 3 ng € N index, melyre z,, < o+ ¢



a=infx, f=supx

Feladat
Fogalmazzuk meg pozitiv allitds formdjaban, hogy o = inf x,
B =supx, ha x : N — R korlatos valés szamsorozat.
Megoldas. o = inf x = inf(z,,) <

i) VneNaz, >a

i) Ve >0 esetén 3 ng € N index, melyre z,, < o+ ¢
B =supx =sup(z,) <



a=infx, f=supx

Feladat
Fogalmazzuk meg pozitiv allitds formdjaban, hogy o = inf x,
B =supx, ha x : N — R korlatos valés szamsorozat.
Megoldas. o = inf x = inf(z,,) <

i) VneNaz, >a

i) Ve >0 esetén 3 ng € N index, melyre z,, < o+ ¢
B =supx =sup(z,) <

i) VneNgz, <p



a=infx, f=supx

Feladat
Fogalmazzuk meg pozitiv allitds formdjaban, hogy o = inf x,
B =supx, ha x : N — R korlatos valés szamsorozat.
Megoldas. o = inf x = inf(z,) <

i) VneNz, >a

i) Ve >0 esetén 3 ng € N index, melyre z,, < o+ ¢
B =supx =sup(z,) <

i) VneNgz, <p

i) Ve >0 esetén ng € N index, melyre z,, > 8 —¢

A halmazokhoz hasonléan, ha egy () sorozat
e feliilr6l nem korlatos, akkor azt mondjuk, hogy
sup(z,) = supz = 400,
® alulrél nem korlatos, akkor azt mondjuk, hogy
inf(z,) =infz = —cc.



Konvergencia

Definicié

Legyen z : N — R, (z,,n € N) egy szdmsorozat. Az x sorozat

konvergens, ha

(A) JaeR: Ve>0 VE:={neN:z, ¢ K. (a)} véges
halmaz.

(B) JaeR: Ve>0 IN=N()eN: Vn>N esetén:
|z, — ] <e.

Tétel
A két konvergencia definicié ekvivalens egymassal. ((A) < (B))

Tétel
Haz:N — R, (z,,n € N) konvergens szamsorozat, akkor egyetlen
a € R valés szam létezik, melyre (A) illetve (B) teljesiil.



Hatarérték

Definicié

Az x : N — R konvergens sorozathoz az (A) illetve a (B) definicio
szerinti egyetlen o € R szamot az x sorozat limeszének, vagy
hatarértékének nevezziik.

Jelblés:

limz=a, limaz,=a, z,—>a(mn— o), L) =«
n—o0



Hatarérték

Definicié

Az x : N — R konvergens sorozathoz az (A) illetve a (B) definicio
szerinti egyetlen o € R szamot az x sorozat limeszének, vagy
hatarértékének nevezziik.

Jelblés:

limz=a, limaz,=a, z,—>a(mn— o), L) =«
n—o0



Konvergencia definiciéjanak 3 kdvetkezménye

Kovetkezmény (1. kdvetkezmény)

Ha az z,y : N — R szamsorozatok majdnem minden (m.m.) n
indexre megegyeznek, azaz AN € N, hogy, han > N : xz, = yn,
akkor a két sorozat ekvikonvergens, azaz x akkor és csak akkor
konvergens, ha y is konvergens és L(x) = L(y).

Kovetkezmény (2. kdvetkezmény)

Minden konvergens sorozat korlatos, de van olyan korlatos sorozat,
amely nem konvergens.

Kovetkezmény (3. kdvetkezmény)

Konvergens sorozat barmely részsorozata is konvergens, és
hatarértéke az eredeti sorozat hatarértékével egyenl.
Megjegyzés

A 3. kévetkezmény alapjan, ha egy sorozat két részsorozatanak
hatarértéke kiilbnbéz8, akkor az eredeti sorozat nem konvergens.



Divergencia

Definicié
Ha egy x : N — R sorozat nem konvergens, akkor azt mondjuk,
hogy divergens.

Feladat

Fogalmazzuk meg az (A) illetve a (B) definicick szerint a
divergenciat.

Megoldas. Az z : N — R sorozat divergens, ha

—(A) VaeR: Je>0 Ve:={neN:z, ¢ K. (a)} végtelen
szamossagi halmaz.

-(B) VaeR: Je>0 VNeN: 3In>N, hogy|z,—al>e.
O



Divergencia

A divergencianak igazolasa ez a definicié alapjan elég bonyolult.
A divergens sorozatok halmazat két diszjunkt részhalmazra tudjuk
bontani:

a) van hatarértéke:
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Divergencia

A divergencianak igazolasa ez a definicié alapjan elég bonyolult.
A divergens sorozatok halmazat két diszjunkt részhalmazra tudjuk
bontani:
a) van hatarértéke:
* hatarértéke +oo: Pl.: (n?, n € N), (2", n € N) sorozat
* hatarértéke —oco: Pl.: (—n3,n € N) (—=2",n € N) sorozat
b) nincs hatarértéke. Pl.: ((—1)",n € N), ((—2)",n € N)
sorozat



Végtelen hatarérték

Definicié

Az z : N — R sorozat hatarértéke +-oo, ha

(A) Ve >0 Vei={neN:z, <1} véges.

(B) Ve >0 3IN=N(s) €N: Vn> N esetén z, > 1



Végtelen hatarérték

Definicié

Az z : N — R sorozat hatarértéke +oo, ha

(A) Ve >0 Vei={neN:z, <1} véges.

(B) Ve >0 dN =N(e) eN: Vn> N esetén x,, > 2
Az z : N — R sorozat hatarértéke —oo, ha

(A) Ve >0 Vei={neN:xz, > -1} véges.

(B) Ve >0 dN =N(e) eN: Vn> N esetén z,, < —1

Ha az z : N — R sorozat diveregens és nincs hatarétéke, akkor
a divergenciat a 3. kdvetkezmény alapjan célszerii igazolnai, azaz
keresiink két olyan részsorozatat, melynek hatarértéke létezik, de
kiilonb6z6. (Akkor is hasznalhaté ez a megoldas, ha a részsorozat
hatrértéke végtelen.)



Monoton sorozatok hatarértéke

Tétel
Legyen x : N — R (x = (zy,n € N)) egy monoton szamsorozat.
Ekkor az x sorozatnak mindig létezik hatarértéke. Ha x = (x,,)

® korlatos, akkor konvergens, és

lim z,, =sup(zy,), ha (z,) monoton né,
n—oo

lim z,, = inf(z,), ha (z,) monoton csékken,
n—oo

® nem korlatos, akkor
lim x, = 400, ha (x,) monoton né,
n—o0

lim x, = —oco, ha (x,) monoton csékken.
n—oo



Monoton sorozatok hatarértéke

Megjegyzés
Ezt a tételt két esetben tudjuk hasznalni a gyakorlatban :
1. Ha nem tudom megsejteni egy sorozat hatarértékét, de sejtem,
hogy konvergens, és be tudom latni,hogy
® korlitos és
® monoton,
akkor abbol mar kévetkezik, hogy konvergens is, igaz nem
tudjuk megallapitani, hogy mi a hatarértéke.
Igy vizsgéljuk meg az ((1 + %)n ,n € N*) sorozat
konvergenciajat.
2. Ha egy sorozatrdl tudjuk, hogy
® konvergens és
® monoton,
akkor a hatarérték megadja a szuprémumot monoton
novekedéd, az infimumot monoton csokkend esetben.



Gyakorl6 feladatok 2

Feladat

Vizsgéljuk meg az alabi sorozatok monotonitas, konvergencia és
korlatossag szempontjabdl, hatirozzuk meg a szélséértékeket, és
szuprémumot, infimumot!

a) x, = %Zﬁ‘ (n €N)

b) =, = ngg (n €N)

Q) an=1+1 (n € N¥)

d) z,=n>-n+1 (neN)
e) zp,=(—1)"-n (n € N¥)
f) 2, =(—-1)" L+ (n € N¥)

B



Gyakorlo feladatok 2 — Megoldas a)

Korabban belattuk, hogy () szigorian monoton

csokken.

’Konvergenma ‘ Ha n >> 1, akkor z,, =~ % = 2, innen addédik a

sejtés, hogy hm ;LZI? 2.

Ezt definicié alapjan |gazo|Juk.

In 4+ 3

?
Ve >03N =N(¢) e N: ha n> N, akkor
2n+1

—2‘<E

Kiindunk a kivant egyenlétlenségbél és ekvivalens atalakitasokkal
kifejezziik beléle n-et.



Gyakorlo feladatok 2 — Megoldas a)

dn + 3 <
2n+1
n+3  2(2n+1)
— <€
2n+1 2n+1
1 1
< >0
ot <% anad
! < / ! > 0, reciprok
T 1 € 12 , Tecipro
1
n+4+1> - /—1/:2
€
>1 1
n — — —
2¢ 2

Innen latszik, hogy N := H% — %H + 1 valasztassal teljesiil az
allitas.



Gyakorlo feladatok 2 — Megoldas a)

Korlatossag, szélsGérték: ‘

Fels6 korlat, maximum: A sorozat szigorian monoton csdkken.

4
3 max(zy,) =z = 3.
4
3 sup(z,) = max(z,) = 3.
Alsé korlat, minimum: 1. A sorozat konvergens.KonV':g' K.

Korlatos.
2. A sorozat monoton csokken és korlatos.

U Monoton sorozatok hatarértékére von. t.
3 inf(z,) = lim (x,) = 2.
n—oo
4

Ha 3 min(x,), akkor min(z,) = inf(z,) = 2.

Mivel nem létezik olyan n, melyre z,, = 2, ezért ningcs minimum. [J



Gyakorlo feladatok 2 — Megoldas b)

Korabban belattuk, hogy () szigorian monoton

csokken, ha n > 3.

’Konvergenma ‘ Ha n >> 1, akkor z,, =~ % = 2, innen addédik a

sejtés, hogy hm ;LZJF? 2.

Ezt definicié alapjan |gazo|Juk.

dn + 3
n—"7T

?
Ve >03N =N(e) e N: ha n> N, akkor

—2‘<E

Kiindunk a kivant egyenlétlenségbél és ekvivalens atalakitasokkal
kifejezziik beléle n-et.



Gyakorlo feladatok 2 — Megoldas b)

4n+3_2
2n — 7
n+3 2(2n-T)
n—T7 2m—7
17
2n — 7

Innen latszik, hogy N := [
allitas.

[NJEN|

0, T.f.h. 3
/2n_7> , n >

/reciprok

J+T7/:2

] + 1>3 valasztassal teljesiil az



Gyakorlo feladatok 2 — Megoldas b)

Korlatossag, szélsGérték: ‘

Sziikségiink lesz ra: xg = —%, T = —%, XTo = —%, x3 = —15
Felsé korlat, maximum: (x,) szig. mon. csokken, ha n > 0.

I
3 max{z,,n >3} =z4 = 19.
I
3 sup(z,) = max(z,) = max{zg, x1, r2, r3,19} = 19.

. . .. Konv. 2. kov.
Alsé korlat, minimum: 1. A sorozat konvergens. S

Korlatos.
2. A sorozat monoton csokken, ha n > 3 és korlatos.

»U« Monoton sorozatok hatarértékére von. t.
3 inf{z,,n >3} = lim (z,) = 2.
n— oo

*U' min{zg, 21, 2, 3,2} = —15

3 min(zy,), inf(x,) és min(x,) = inf(z,) = —15.



Gyakorlo feladatok 2 — Megoldas c)

Korabban belattuk, hogy () szigorian monoton

csokken.

’Konvergencia:‘ Ha n >> 1, akkor z,, = 1, innen adédik a sejtés,

hogy lim 1+ 4 =2.
n—oo

Ezt definicié alapjan igazoljuk.

?
Ve >03dN =N(¢) e N: ha n> N, akkor

1
n

Kiindunk a kivant egyenlétlenségbél és ekvivalens atalakitasokkal
kifejezziik beléle n-et.



Gyakorlo feladatok 2 — Megoldas c)

1

< — >0
€ /n2

1
0< 5 <e /reciprok
n
1
n2>g /N, n>0
n > e

Innen latszik, hogy N := [\/e] + 1 valasztassal teljesiil az allitas (a
+1 el is hagyhato).



Gyakorlo feladatok 2 — Megoldas c)

Korlatossag, szélsGérték: ‘

Fels6 korlat, maximum: A sorozat szigorian monoton csdkken.

I
3 max(z,) és max(z,) =z =2.
I

3 sup(xz,) és sup(z,) = max(z,) = 2.

. . .. Konv. 2. kov.
Alsé korlat, minimum: 1. A sorozat konvergens. = """

Korlatos.
2. A sorozat monoton csokken és korlatos.

U Monoton sorozatok hatarértékére von. t.
3 inf(z,) és inf(z,)= lim (z,) =1.
U n—o0

Ha 3 min(x,), akkor min(z,) = inf(z,) = 1.

Mivel nem létezik olyan n, melyre z,, = 1, ezért nings minimum. [J



Gyakorlo feladatok 2 — Megoldas d)

Monotonitas: | Korabban belattuk, hogy (x,) szigorGan monoton

no.

2

’Konvergencia:‘ Ha n >> 1, akkor x,, = n?, innen adédik a sejtés,

hogy lim n? —n+1=+oc0o .
n—oo

Ezt definicié alapjan igazoljuk.
? 1
Ve>03IN =N() €N: ha n>N, akkor n> —n+1> —.
€

Kiindunk a kivant egyenlétlenséghél és becsléssel egy egyszeriibb

2
egyenl6tlenséget oldunk meg. Ehhez megvizsgaljuk, hogy az 5 > n
feltétel mikortdl teljesiil. Ekvivalens atalakitassal kapjuk, hogy

pontosan akkor, ha n > 2.



Gyakorlo feladatok 2 — Megoldas d)

9 5 n? n? 1
n—n+12n—?+O:?>f /feltéve, hogy n > 2
€
2
n 1
—_— > - -2
2 5 /
2
n?> = /v sz. mon né, ha n >0
€
\F
n > -
€

Innen a > relacié tranzitivitdsa miatt N := [\/g] + 1 valasztassal

teljesiil az allitas. (A +1 miatt az n > 2 feltétel is biztosan teljesiil.)



Gyakorlo feladatok 2 — Megoldas d)

Korlatossag, szélsGérték: ‘

Felsé korlat, maximum:

A sorozat hatarértéke +oo0.

(x5,) nem korlatos feliilrél, azaz sup(x,) = 400 és nincs
maximuma.

Alsé korlat, minimum:

A sorozat szigorian monotnon ng.

4

3 min(z,), és min(z,)=1x¢=1.

4

3  inf(z,), és inf(x,) = min(x,) = 1.



Gyakorlo feladatok 2 — Megoldas e)

Monotonitéas:

Korabban belattuk, hogy (x;,) nem monoton. Azonban

Zon = 2n (n € N) szigordan monoton né,
és rop41 = —(2n 4+ 1) (n € N) szigortan monoton csékken, hiszen
VneN xymiy — T2, =2(n+1)-2n=2>0¢s
Vn €N Zoppry41 —Tant1 = —(2n+3) — (=(2n+1)) = -2 <0.

A korlatossag és a konvergencia megallapitasahoz célszerii ezeket a
részsorozatokat vizsgaalni el6szor.



Gyakorlo feladatok 2 — Megoldas e)

Konvergencia: ‘

A részsorozatok hozzarendelési utasitasabol adédik a sejtés, hogy

lim 2n = 400 és lim —(2n+1) = —oc.
n—oo n—oo

Ezeket definicié alapjan igazoljuk.
? 1
Ve >03dN; =Ni(e) e N: ha n> Ny, akkor —2n—1< ——
5

)
! 1
Ve >0 3dNy = No(e) e N:  ha n > Ny, akkor 2n > o

Kiindunk a kivant egyenl6tlenségekbél és ekvivalens atalakitasokkal,

meg tudjuk oldani az egyenl6tlenségeket. Az els6 egyenl6tlenség
n > % — % a masoddik n > 2—18 esetén teljesiil. Igy

Np := Ny := [2—18] valasztassal teljesiil a definicié.



Gyakorlo feladatok 2 — Megoldas e)

Konvergencia (folytatés): ‘

Belattuk, hogy a paros és paratlan index( részsorozatok
divergensek, de létezik hatarértékiik.

4

Ezek a hatarértékek kulonboznek.

4

Az eredeti sorozat divergens és nincs hatarértéke.



Gyakorlo feladatok 2 — Megoldas e)

Korlatossag, szélsGérték: ‘

Felsé korlat, maximum :

A paros indexii részsorozat hatarértéke +oo.

I
(x2,,) nem korlatos feliilrél, azaz sup(x2,) = +o0o
I
(x,) nem korlatos feliilrél, azaz sup(x,) = 400 és nincs
maximuma.

Alsé korlat, minimum :

A paratlan indexii részsorozat hatarértéke —oo.

4
(x2n+1) nem korlatos alulrél, azaz sup(zop+1) = —o0
4
(x,) nem korlatos alulrél, azaz sup(z,,) = —oo és nincs minimuma.

Bl



Gyakorlé feladatok 2 — Megoldas f)

Monotonitéas:

Korabban belattuk, hogy (z,) nem monoton. Azonban

Top = \/% (n € N*) szigortan monoton csdkken,

L 1 . , .. .
€ Ton1 = — 5= (n € N*) szigortan monoton cs6kken, hiszen
* — 1 R é
Vn € N $2(n+1) — Ton — (\/ﬁ m) <0 és
« _(__1 1
Vn € N x2(n+1)+1 — Ton+1 = ( VZni3 + m) > 0.

A korlatossag és a konvergencia megallapitasahoz célszerii ezeket a
részsorozatokat vizsgaalni el&szor.



Gyakorlé feladatok 2 — Megoldas f)

Konvergencia: ‘

A részsorozatok hozzarendelési utasitasabol adédik a sejtés, hogy

lim zo, =0 és lim zop+1 = 0.
n—o0 n—oo

Ezeket definicié alapjan igazoljuk.

?
Ve >0 3N; = Ni(e) e N:  ha n> Nj, akkor

1
—(——| <€
\/2n+1'

V2n

Kiindunk a kivant egyenl6tlenségekbél és ekvivalens atalakitasokkal,
meg tudjuk oldani az egyenl6tlenségeket. Az els6 egyenl6tlenség
n > % — % a masoddik n > ﬁ esetén teljesiil. Igy

Np := Ny := [ﬁ] valasztassal teljesiil a definicié.

?
Ve >0 3Ny = Na(e) e N:  ha n > N, akkor < €.




Gyakorlé feladatok 2 — Megoldas f)

Konvergencia (folytatés): ‘

Belattuk, hogy a paros és paratlan indexii részsorozatok
konvergensek és hatarértékiik nulla.
J
A részsorozatok hatarértéke megygyezik és fésiis egyesitésiik kiadja
az eredeti sorozatot.

4

Az eredeti sorozat is konvergens és hatarértéke nulla.



Gyakorlé feladatok 2 — Megoldas f)

’ (x2n) korlatossaga, szélsGértéke: ‘

Felsé korlat, maximum: (x2,) szigordan monoton csokken.

4

3 max(ze,) és max(xo,) =x2 =

4

3 sup(z2,) és sup(z2,) = max(ra,) =

5

1
7

P P .. Konv. 2. kév. L
Alsé korlat, minimum: 1. (x,) konvergens. = Korlatos.

2. A sorozat monoton csokken és korlatos.

U/ Monoton sorozatok hatarértékére von. t.
3 inf(zg,) és inf(ze,) = lim (z2,) =0.
n—oo

4

Ha 3 min(zy,), akkor min(ze,) = inf(z2,) = 0.

Mivel nem létezik olyan n, melyre z9, = 0, ezért nincs minimum. [J



Gyakorlé feladatok 2 — Megoldas f)

’ (xon+1) korlatossaga, széls()’értéke:‘ Felsé korlat, maximum:

(x2n+1) konvergens.
Ur Konv. 2. kdv.
(xan+1) korlatos.

(z2,) monoton né&;
Monoton sorozatok hatarértékére von. t.

3 sup(zont1) € sup(zgni1) = lim (w2,41) = 0.

4

Ha 3 max(x2,+1), akkor max(x2,41) = max(re,+1) = 0.

Mivel nem létezik olyan n, melyre x9, 11 = 0, ezért nincs maximum.
Alsé korlat, minimum: (x2,41) szigorGan monoton né.

4

3 min(zeny1) és  min(xgp41) =21 = —1.

I

3 inf(xop41) és  inf(zopy1) = min(xg,41) = —1.



Gyakorlé feladatok 2 — Megoldas f)

’ (x,) korlatossaga, szélsc’iértéke:‘ Belattuk, hogy

N 1
Vn € N _1§$2n+1<0 és VneN 0<:E2n§$.
4
Vn € N* r=-1<zx Sﬁ:xg
4
3 max(x,), és min(zy,), és max(z,) = % min(z,) = —1
4

3 sup(zy), inf(x,) és

sup(z,) = max(z,) = % inf(z,) = min(z,) = —1.



Hazi feladat

Feladat

Vizsgaljuk meg az alabi sorozatok monotonitas, konvergencia és
korlatossag szempontjabdl, hatarozzuk meg a szélsGértékeit, és s
zuprémumat, infimumat!

a) Ty = o2 (n eN)

T, = 2= (neN
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