Analizis alapjai I.

Logikai miiveletek, formalizalas, tagadas és alkalmazasa az analizis
alapfogalmaiban, mint halmazok korlatossaga szélséértéke.

Eisner Timea

Pécsi Tudomanyegyetem
Matematikai és Informatikai Intézet



Definicié

Az olyan kijelenté6 mondatot, amely az ,igaz” és a ,,hamis’
tulajdonsagok kéziil pontosan az egyikkel rendelkezik,
kijelentésnek (allitasnak, itéletnek) nevezziik.

Az igaz (i) és a hamis (h) tulajdonsagok a kijelentésnek
igazsagértékei vagy logikai értékei.

1

Tekintsiik a kdvetkezé két kijelentést.

p: A leirt szam kétjegyii.

q : A leirt szam paros.

Ha példaul a leirt szam 53, erre |p| =i, |¢| = h, a kijelentés
interpretacigja.



Miveletek

A logikaban, a szamokhoz hasonléan bevezetiink miiveleteket.
Vannak egyvaltozés, kétvaltozos, stb, tébbvaltozés miiveletek. Mi
csak az egyvaltozos és a kétvaltozés miiveletekkel foglalkozunk.
Miiveletekkel ajabb kijelentésekhez jutunk.

Mivel az interpretaciok szama véges, ezért ezeket a miiveleteket
értéktablazattal értelmezhet;jiik.

Tagadas: Egyvaltozés miivelet. A ¢ allitas tagadasa —q.

Ertéktablazata:
La ] —a
i h
h | i
Példaul: "A leirt szam nem paros"= nem ¢ = —q.
Ezutan tagadjuk —g-t. Mi lesz a logikai értéke?




Miveletek

A logikaban, a szamokhoz hasonléan bevezetiink miiveleteket.
Vannak egyvaltozés, kétvaltozos, stb, tébbvaltozés miiveletek. Mi
csak az egyvaltozos és a kétvaltozés miiveletekkel foglalkozunk.
Miiveletekkel ajabb kijelentésekhez jutunk.

Mivel az interpretaciok szama véges, ezért ezeket a miiveleteket
értéktablazattal értelmezhet;jiik.

Tagadas: Egyvaltozés miivelet. A ¢ allitas tagadasa —q.

Ertéktablazata:
La ] —a
i h
h | i
Példaul: "A leirt szam nem paros"= nem ¢ = —q.
Ezutan tagadjuk —g-t. Mi lesz a logikai értéke?
Nyilvan ¢. Tagadas tagadasal




Kétvaltozds miveletek

Diszjunkcié: A "p vagy ¢"= p V ¢ akkor és csak akkor hamis, ha p
és ¢ is hamis.

Konjunkcié: A "p és q"= p A q akkor és csak akkor igaz, ha p és ¢
is igaz.

Implikacié: A " ha p, akkor ¢"= p = ¢ akkor és csak akkor

hamis, ha p igaz és ¢ hamis.

Ekvivalencia: A "p akkor és csak akkor, ha ¢"=p < ¢ akkor és csak
akkor igaz, ha p és ¢ is igaz, vagy p és q is hamis.



Kétvaltozds miveletek

A leggyakrabban hasznalt kétvaltozés miiveletek értéktablazata:
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Ekvivalens formulak
A matematikai bizonyitasok soran sziikségiink van néhany
ekvivalens atalakitasra. Ezeket az ekvivalencidkat is értéktablazattal
tudjuk igazolni.

(pla] -V | »r—q[p=q][-pVq]-prq [-PV—q]
7] h h 5 5 h h
) h h h h 5 5
hli h h 5 ; 5 5
hh 5 5 5 5 5 5

Ezzel belattuk, hogy
~(pVaqg)=-pA—q
=(pAq)=-pV—q
p=>q=-—-pVg.

Az els6 ketté formulat De Morgan azonossagoknak .nevezziik.



Formalizalas és tagadas

Feladat
Formalizaljuk az alabbi mondatokat, tagadjuk, majd fogalmazzuk
meg a tagadast szévegesen.

1.
2.

o ok w

Panna a hétvégén zserbét és rétest siitott.

Ha véget ér a jarvany, akkor az egyetemen lesznek megtartva
az 6rak.

Ha Janka g6gés vagy zsémbes, nem szereti Andrist.

Ha esik, nem megyiink futni.

Akar esik, akar nem, elmegyek futni.

Ha vénasszonyok potyognak az égbél, akkor mindenkinek &tdst
adok, és mindenkit meghivok egy siitire.



Megoldas

1. Panna a hétvégén zserbot és rétest siitott.



Megoldas
1. Panna a hétvégén zserbot és rétest siitott.
Formula: p A g, ahol
p = Panna a hétvégén zserbét siitott.
g = Panna a hétvégén rétest siitott.



Megoldas
1. Panna a hétvégén zserbot és rétest siitott.
Formula: p A g, ahol
p = Panna a hétvégén zserbét siitott.
g = Panna a hétvégén rétest siitott.
Tagadva: =(pAgq) =-pV g



Megoldas
1. Panna a hétvégén zserbot és rétest siitott.
Formula: p A g, ahol
p = Panna a hétvégén zserbét siitott.
g = Panna a hétvégén rétest siitott.
Tagadva: =(pAgq) =-pV g
SzOvegesen: Panna a hétvégén zserboét vagy rétest nem
sutott.
2. Ha véget ér a jarvany, akkor az egyetemen lesznek megtartva
az 6rak.



Megoldas
1. Panna a hétvégén zserbot és rétest siitott.
Formula: p A g, ahol
p = Panna a hétvégén zserbét siitott.
g = Panna a hétvégén rétest siitott.
Tagadva: =(pAgq) =-pV g
SzOvegesen: Panna a hétvégén zserboét vagy rétest nem
sutott.
2. Ha véget ér a jarvany, akkor az egyetemen lesznek megtartva
az 6rak.
Formula: p = ¢ = —p V g, ahol
p = Véget ér a jarvany.
q = Az egyetemen lesznek megtartva
az orak.



Megoldas
1. Panna a hétvégén zserbot és rétest siitott.
Formula: p A g, ahol
p = Panna a hétvégén zserbét siitott.
g = Panna a hétvégén rétest siitott.
Tagadva: =(pAgq) =-pV g
SzOvegesen: Panna a hétvégén zserboét vagy rétest nem
sutott.
2. Ha véget ér a jarvany, akkor az egyetemen lesznek megtartva
az 6rak.
Formula: p = ¢ = —p V g, ahol
p = Véget ér a jarvany.
q = Az egyetemen lesznek megtartva
az orak.
Tagadva: =(-pVq) =pA—q



Megoldas
1. Panna a hétvégén zserbot és rétest siitott.
Formula: p A g, ahol
p = Panna a hétvégén zserbét siitott.
g = Panna a hétvégén rétest siitott.
Tagadva: =(pAgq) =-pV g
SzOvegesen: Panna a hétvégén zserboét vagy rétest nem
sutott.
2. Ha véget ér a jarvany, akkor az egyetemen lesznek megtartva
az 6rak.
Formula: p = ¢ = —p V g, ahol
p = Véget ér a jarvany.
q = Az egyetemen lesznek megtartva
az orak.
Tagadva: =(-pVq) =pA—q
SzOvegesen: Véget ér a jarvany, és nem az egyetemen lesznek
megtartva az o6rak.



Megoldas

3. Ha Janka g6g0s vagy zsémbes, nem szereti Andrist.



Megoldas

3. Ha Janka g6g0s vagy zsémbes, nem szereti Andrist.
Formula: (pAgq) = —r=-(pVq)V —r, ahol
p = Janka g6gos.
g = Janka zsémbes.
r = Janka szereti Andrist.



Megoldas

3. Ha Janka g6g0s vagy zsémbes, nem szereti Andrist.
Formula: (pAgq) = —r=-(pVq)V —r, ahol
p = Janka g6gos.
g = Janka zsémbes.
r = Janka szereti Andrist.

Tagadva: =(=(pVq)V-r)=(pVag AT



Megoldas

3. Ha Janka g6g0s vagy zsémbes, nem szereti Andrist.
Formula: (pAgq) = —r=-=(pVq) V —r, ahol
p = Janka g6gos.
g = Janka zsémbes.
r = Janka szereti Andrist.
Tagadva: =(=(pVq)V-r)=(pVag AT
Szovegesen: Janka gbgds vagy zsémbes, és szereti Andrist.

4. Ha esik, nem megyiink futni.



Megoldas

3. Ha Janka g6g0s vagy zsémbes, nem szereti Andrist.
Formula: (pAgq) = —r=-(pVq)V —r, ahol
p = Janka g6gos.
g = Janka zsémbes.
r = Janka szereti Andrist.

Tagadva: =(=(pVq)V-r)=(pVag AT
Szovegesen: Janka gbgds vagy zsémbes, és szereti Andrist.
4. Ha esik, nem megyiink futni.
Formula: p = —q = —p V —q, ahol
p = Esik.
q = Futni megyiink.



Megoldas

3. Ha Janka g6g0s vagy zsémbes, nem szereti Andrist.
Formula: (pAgq) = —r=-(pVq)V —r, ahol
p = Janka g6gos.
g = Janka zsémbes.
r = Janka szereti Andrist.

Tagadva: =(=(pVq)V-r)=(pVag AT
Szovegesen: Janka gbgds vagy zsémbes, és szereti Andrist.
4. Ha esik, nem megyiink futni.
Formula: p = —q = —p V —q, ahol
p = Esik.
q = Futni megyiink.
Tagadva: =(-pV —q) =pAgq



Megoldas

3. Ha Janka g6g0s vagy zsémbes, nem szereti Andrist.
Formula: (pAgq) = —r=-=(pVq) V —r, ahol
p = Janka g6gos.
g = Janka zsémbes.
r = Janka szereti Andrist.
Tagadva: =(=(pVq)V-r)=(pVag AT
Szovegesen: Janka gbgds vagy zsémbes, és szereti Andrist.
4. Ha esik, nem megyiink futni.
Formula: p = —q = —p V —q, ahol
p = Esik.
q = Futni megyiink.
Tagadva: =(-pV —q) =pAgq
Szovegesen: Esik és megyiink futni.



Megoldas

5. Akar esik, akar nem, elmegyek futni.



Megoldas
5. Akar esik, akar nem, elmegyek futni.
Formula: (p A —p) = qg=-(pV —p)V q=gq, ahol
p = Esik.
q = Futni megyek.



Megoldas
5. Akar esik, akar nem, elmegyek futni.
Formula: (p A —p) = qg=-(pV —p)V q=gq, ahol
p = Esik.
q = Futni megyek.
Tagadva: —q



Megoldas
5. Akar esik, akar nem, elmegyek futni.
Formula: (p A —p) = qg=-(pV —p)V q=gq, ahol
p = Esik.
q = Futni megyek.
Tagadva: —q
Szovegesen: Nem megyek futni.
6. Ha vénasszonyok potyognak az égbél, akkor mindenkinek 6tdst
adok, és mindenkit meghivok egy siitire.



Megoldas
5. Akar esik, akar nem, elmegyek futni.
Formula: (p A —p) = qg=-(pV —p)V q=gq, ahol
p = Esik.
q = Futni megyek.
Tagadva: —q
Szovegesen: Nem megyek futni.
6. Ha vénasszonyok potyognak az égbél, akkor mindenkinek 6tdst
adok, és mindenkit meghivok egy siitire.
Formula: p= (gAr)=-pV (¢ Ar), ahol
p = Vénasszonyok potyognak az égbél.
q = Mindenkinek 6tost adok.
r = Mindenkit meghivok egy siitire.



Megoldas
5. Akar esik, akar nem, elmegyek futni.
Formula: (p A —p) = qg=-(pV —p)V q=gq, ahol
p = Esik.
q = Futni megyek.
Tagadva: —q
Szovegesen: Nem megyek futni.
6. Ha vénasszonyok potyognak az égbél, akkor mindenkinek 6tdst
adok, és mindenkit meghivok egy siitire.
Formula: p= (gAr)=-pV (¢ Ar), ahol
p = Vénasszonyok potyognak az égbél.
q = Mindenkinek 6tost adok.
r = Mindenkit meghivok egy siitire.
Tagadva: =(=pV (gAT))=pA-(gAT)=pA(—qV —T)



Megoldas

5. Akar esik, akar nem, elmegyek futni.
Formula: (p A —p) = qg=-(pV —p)V q=gq, ahol
p = Esik.
q = Futni megyek.
Tagadva: —q
Szovegesen: Nem megyek futni.
6. Ha vénasszonyok potyognak az égbél, akkor mindenkinek 6tdst
adok, és mindenkit meghivok egy siitire.
Formula: p= (gAr)=-pV (¢ Ar), ahol
p = Vénasszonyok potyognak az égbél.
q = Mindenkinek 6tost adok.
r = Mindenkit meghivok egy siitire.
Tagadva: =(=pV (gAT))=pA-(gAT)=pA(—qV —T)
Szovegesen: Vénasszonyok potyognak az égbél, és nem adok
mindekinek 6tdst vagy nem hivok meg mindenkit
egy siitire.



Formalizalas és tagadas

Feladat
Tagadjuk az alabbi mondatokat, igyekezziink tgy megfogalmazni
Oket, hogy ne legyen benne "nem”.
1. Janka alacsonyabb Andrasnal.
Andras a legmagasabb az osztalyban.
Tavcs6vel akarmeddig ellatunk.
Valakinek van gyereke.
Minden embernek van édesanyja.

Az emberi élethossz biztosan rovidebb, mint 140 év.

No o e

Egy érmével dobva az eredmény fej lett.



Megoldas

1. Janka alacsonyabb Andrasnal.



Megoldas
1. Janka alacsonyabb Andrasnal.
Tagadas: Janka legalabb akkora, mint Andrés.
2. Andras a legmagasabb az osztalyban.



Megoldas
1. Janka alacsonyabb Andrasnal.
Tagadas: Janka legalabb akkora, mint Andrés.
2. Andras a legmagasabb az osztalyban.
Tagadas: Van Andrasnal magasabb gyerek az osztalyban.
3. Tavcsével akarmeddig ellatunk.



Megoldas

1. Janka alacsonyabb Andrasnal.

Tagadas: Janka legalabb akkora, mint Andrés.
2. Andras a legmagasabb az osztalyban.

Tagadas: Van Andrasnal magasabb gyerek az osztalyban.
3. Tavcsével akarmeddig ellatunk.

Tagadas: Van olyan tavolsag, ameddig nem latunk el.
4. Valakinek van gyereke.



Megoldas

. Janka alacsonyabb Andrasnal.

Tagadas: Janka legalabb akkora, mint Andrés.

. Andras a legmagasabb az osztalyban.

Tagadas: Van Andrasnal magasabb gyerek az osztalyban.
. Tavcsével akarmeddig ellatunk.

Tagadas: Van olyan tavolsag, ameddig nem latunk el.

. Valakinek van gyereke.

Tagadas: Senkinek nincs gyereke.

. Minden embernek van édesanyja.



Megoldas

. Janka alacsonyabb Andrasnal.

Tagadas: Janka legalabb akkora, mint Andrés.

. Andras a legmagasabb az osztalyban.

Tagadas: Van Andrasnal magasabb gyerek az osztalyban.
. Tavcsével akarmeddig ellatunk.

Tagadas: Van olyan tavolsag, ameddig nem latunk el.
. Valakinek van gyereke.

Tagadas: Senkinek nincs gyereke.

. Minden embernek van édesanyja.

Tagadas: Van olyan ember, akinek nincs édesanyja.

. Az emberi élethossz biztosan révidebb, mint 140 év.



Megoldas

. Janka alacsonyabb Andrasnal.

Tagadas: Janka legalabb akkora, mint Andrés.

. Andras a legmagasabb az osztalyban.

Tagadas: Van Andrasnal magasabb gyerek az osztalyban.
. Tavcsével akarmeddig ellatunk.

Tagadas: Van olyan tavolsag, ameddig nem latunk el.
. Valakinek van gyereke.

Tagadas: Senkinek nincs gyereke.

. Minden embernek van édesanyja.

Tagadas: Van olyan ember, akinek nincs édesanyja.

. Az emberi élethossz biztosan révidebb, mint 140 év.
Tagadas: Volt olyan ember, aki legalabb 140 évig élt.
. Egy érmével dobva az eredmény fej lett.



Megoldas
1. Janka alacsonyabb Andrasnal.
Tagadas: Janka legalabb akkora, mint Andrés.
2. Andras a legmagasabb az osztalyban.
Tagadas: Van Andrasnal magasabb gyerek az osztalyban.
3. Tavcsével akarmeddig ellatunk.
Tagadas: Van olyan tavolsag, ameddig nem latunk el.
4. Valakinek van gyereke.
Tagadas: Senkinek nincs gyereke.
5. Minden embernek van édesanyja.
Tagadas: Van olyan ember, akinek nincs édesanyja.
6. Az emberi élethossz biztosan révidebb, mint 140 év.
Tagadas: Volt olyan ember, aki legalabb 140 évig élt.
7. Egy érmével dobva az eredmény fej lett.
Tagadas: Egy érmével dobva az eredmény iras lett.
Miben kiilonboznek ezek a tagadasok az el6z8 feladatcsokorban
levektsl ?



A kijelentések finomszerkezete

A legtobb kijelentés valakirsl (vagy valamirél) valamit allit. Példaul:

Antal tanul
—— =~
Akirsl allitunk. Ezt allitjuk (prédikaljuk)
| predikatum
Az egyed vagy egyen neve  jele: (egy nagybeti) T

individuum
jele: (egy kisbetti) a
A kijelentés jeldlése: Ta
e A predikatumokat logikai fiiggvényeknek is nevezziik, a
fliggvény valtozoit individuumvaltozénak nevezziik.
® Predikatumlogikai miiveletek A predikatumlogika a

kijelentéslogika altalanositasa. Emiatt a kijelentéslogikai
miveleteket predikatumokra is alkalmazhatjuk.



Predikatumbdl kijelentés - konkretizacid

Példa

Az ,,Sxy := x segit y-nak” logikai fiiggvénybdl allitsuk elé a , Péter
segit Rékanak, de Zolinak nem segit." kijelentést gy, hogy az
individuumvaltozék helyébe konkrét individuumneveket irunk.



Predikatumbdl kijelentés - konkretizacid

Példa

Az ,,Sxy := x segit y-nak” logikai fiiggvénybdl allitsuk elé a , Péter
segit Rékanak, de Zolinak nem segit." kijelentést gy, hogy az
individuumvaltozék helyébe konkrét individuumneveket irunk.

Megoldas. S, A\ —S. O



Predikatumbdl kijelentés - konkretizacid

Példa

Az ,,Sxy := x segit y-nak” logikai fiiggvénybdl allitsuk elé a , Péter
segit Rékanak, de Zolinak nem segit." kijelentést gy, hogy az
individuumvaltozék helyébe konkrét individuumneveket irunk.

Megoldas. S, A\ —S. O
Definicié
Logikai fiiggvénybdl kijelentéseket képeziink azaltal, hogy

individuumvaltozé helyébe konkrét individuumnevet irunk. Ezt
konretizacidnak nevezziik.



Predikatumbdl kijelentés - kvantifikacio
Példa

A Tz := x tanul” predikdatumbdl képezziik a ,,Mindenki tanul.” és
JValaki tanul.” kijelentéseket !



Predikatumbdl kijelentés - kvantifikacio
Példa

A Tz := x tanul” predikdatumbdl képezziik a ,,Mindenki tanul.” és
JValaki tanul.” kijelentéseket !



Predikatumbdl kijelentés - kvantifikacio
Példa
A Tz := x tanul” predikdatumbdl képezziik a ,,Mindenki tanul.” és
JValaki tanul.” kijelentéseket !
Megoldas.
Mindenki tanul.= Minden = Tx
Valaki tanul.= Létezik x T'z.



Predikatumbdl kijelentés - kvantifikacio
Példa

A Tz := x tanul” predikdatumbdl képezziik a ,,Mindenki tanul.” és
JValaki tanul.” kijelentéseket !

Megoldas.

Mindenki tanul.= Minden =z Tz

Valaki tanul.= Létezik z Tx. O
Definicié

Legyen A egy tetszébleges, de az x individuumvaltozét tartalmazé
predikiatumnak a formuldja. Az A formulabdl a



Predikatumbdl kijelentés - kvantifikacio
Példa

A Tz := x tanul” predikdatumbdl képezziik a ,,Mindenki tanul.” és
JValaki tanul.” kijelentéseket !

Megoldas.

Mindenki tanul.= Minden =z Tz

Valaki tanul.= Létezik z Tx. O
Definicié

Legyen A egy tetszébleges, de az x individuumvaltozét tartalmazé
predikiatumnak a formuldja. Az A formulabdl a

o V(e I) A formula képzését univerzalis (altlanos)
kvantifikaciénak,

® a2 3dx (€ 1) A formula képzését pedig egzisztencialis
(létezési) kvantifikaciénak nevezziik.

A V" jelet univerzalis kvantornak, a, 3" jelet egzisztencialis
kvantornak nevezziik



De Morgan formulak a predikatumokra

Tétel
Ha A egy formula, melynek x individuumvaltozéja, akkor
érvényesek a kévetkezé azonossagok :

(Ve A) = Jz-A

- (3x A) = Vx -A



Kapcsolat a feladattal

A masodik feladatcsokor tobbségénél

e kvantifikaciéval és konkretizaciéval kapott kijelentésekrdl van
sz0,



Kapcsolat a feladattal

A masodik feladatcsokor tobbségénél
e kvantifikaciéval és konkretizaciéval kapott kijelentésekrdl van
sz6,
® 3 predikatumok tagadasa pedig egy tjabb predikatum.
Ha ezt a finomszerkezetet észrevessziik, akkor a tagadas sokkal
egyszeriibb.



Példa

Nézziik az egyik feladatot: Andras a legmagasabb az osztalyban.
Az

Nyz: y nagyobb z-nél, azaz Ly > Lz



Példa

Nézziik az egyik feladatot: Andras a legmagasabb az osztalyban.
Az

Nyz: y nagyobb z-nél, azaz Ly > Lz
predikatummal felirva kapjuk, hogy

Vy(€ osztaly) Nay = Vy(€ osztaly) Ly > Lz,



Példa

Nézziik az egyik feladatot: Andras a legmagasabb az osztalyban.
Az

Nyz: y nagyobb z-nél, azaz Ly > Lz
predikatummal felirva kapjuk, hogy
Vy(€ osztaly) Nay = Vy(€ osztaly) Ly > Lz,
melynek tagadasa

—(Vy(€ osztaly) Ly > Lz) = Jy(€ osztaly) —(Ly > Lzx) =
= Jy(€ osztaly) Ly < L.

Szovegesen: Van Andrasnal magasabb gyerek az osztalyban.



Példa

Nézziik az egyik feladatot: Andras a legmagasabb az osztalyban.
Az

Nyz: y nagyobb z-nél, azaz Ly > Lz
predikatummal felirva kapjuk, hogy
Vy(€ osztaly) Nay = Vy(€ osztaly) Ly > Lz,
melynek tagadasa

—(Vy(€ osztaly) Ly > Lz) = Jy(€ osztaly) —(Ly > Lzx) =
= Jy(€ osztaly) Ly < L.



Példa

Nézziik az egyik feladatot: Andras a legmagasabb az osztalyban.
Az

Nyz: y nagyobb z-nél, azaz Ly > Lz
predikatummal felirva kapjuk, hogy
Vy(€ osztaly) Nay = Vy(€ osztaly) Ly > Lz,
melynek tagadasa

—(Vy(€ osztaly) Ly > Lz) = Jy(€ osztaly) —(Ly > Lzx) =
= Jy(€ osztaly) Ly < L.

Szovegesen: Van Andrasnal magasabb gyerek az osztalyban.



Kapcsolat a matematika tobbi teriiletével

® A matematikai tételek, definiciok tobbsége olyan kijelentés,
melyek tartalmaznak miiveleteket, valamint predikatumok
kvantifikacijat és/vagy konkretizacidjat.

® Ha felismerjiik a finomszerkezetet és tudjuk a tagadasok itt
felsorolt szabalyait, akkor kénnyen tudjuk a szigoraan
matematikai kijelentéseket is tagadni.



Halmazok szélsgértéke

Definicié
Legyen ) # H C R.
1. Ha létezik M € H elem, melyre igaz, hogy M > x minden
x € H esetén, akkor a M szamot a H halmaz maximumanak
nevezziik és a max H := M jeldlést hasznaljuk.
Logikai jelblésekkel: AM € H : Yx € H M > .
2. Ha létezik m € H elem, melyre igaz, hogy m < x minden
x € H esetén, akkor a m szamot a H halmaz minimumanak
nevezziik és a min H := m jeldlést hasznaljuk.
Logikai jelblésekkel: 3m € H : Yx € H m < x.

Megjegyzés
Véges halmaznak mindig van mindkét szélséértéke (maximuma és
minimuma).



SzélsGeérték - tagadas

Feladat

Fogalmazzuk meg pozitiv llitas formajaban, hogy egy H # ),
H C R halmaznak

a) m € H nem minimuma,
b)
c) nincs minimuma,
)

d

M € H nem maximuma,

nincs maximuma.



Szélssérték - tagadas

Megoldas.

a) m € H nem minimuma



Szélssérték - tagadas

Megoldas.

a) m € H nem minimuma < 3z € H m >«



Szélssérték - tagadas

Megoldas.
a) m € H nem minimuma < 3z € H m >«

b) M € H nem maximuma



Szélssérték - tagadas

Megoldas.
a) m € H nem minimuma < 3z € H m >«
b) M € H nem maximumas Jz € H M <z



Szélssérték - tagadas

Megoldas.
a) m € H nem minimuma < 3z € H m >«
b) M € H nem maximumas Jz € H M <z

€) nincs minimuma



Szélssérték - tagadas

Megoldas.
a) m € H nem minimuma < 3z € H m >«
b) M € H nem maximumas Jz € H M <z

c) nincs minimumas Vm e H 3r€e H m >



Szélssérték - tagadas

Megoldas.

a) m € H nem minimuma < 3z € H m >«

b

) M € H nem maximumas 3z € H M <z
c) nincs minimumas Vm e H 3r€e H m >
)

d

nincs maximuma



Szélssérték - tagadas

Megoldas.

a) m € H nem minimuma < 3z € H m >«

b

) M € H nem maximumas 3z € H M <z
c) nincs minimumas Vm e H 3r€e H m >
)

d) nincs maximumase VM e H3x e H M <z



Halmazok korlatossaga

Definicié
Legyen ) # H C R.
o A H halmaz feliilrél korlatos, ha

JK eRVzeH < K.

A K valés szamot a halmaz egy felsé korlatjanak nevezziik.
e A H halmaz alulrél korlatos, ha

JdecRVzeH z>k.

A k valds szamot a halmaz egy alsé korlatjanak nevezziik.

o A H halmaz korlatos, ha alulrdl és feliilrél is korlatos.



Halmazok korlatossaga

Feladat

Fogalmazzuk meg pozitiv éllitas formajaban, hogy egy H # (),
H C R halmaznak

a) k € R nem alsé korlatja,
b) K € R nem felsé korlatja,

d

(S

)

c) nem korlatos alulrdl,
) nem korlatos feliilrél,
)

nem korlatos.



Halmazok korlatossaga

Megoldas.
a) H —nak k € R nem alsé korlatja



Halmazok korlatossaga

Megoldas.
a) H —nak k € R nem als6 korlatja <& Fxog€e H: zy <k



Halmazok korlatossaga

Megoldas.
a) H —nak k € R nem als6 korlatja <& Fxog€e H: zy <k
b) H —nak K € R nem felsg korlatja



Halmazok korlatossaga

Megoldas.
a) H —nak k € R nem als6 korlatja <& Fxog€e H: zy <k
b) H —nak K € R nem felsg korlatja < Jxzge H: xy> K



Halmazok korlatossaga

Megoldas.
a) H —nak k € R nem als6 korlatja <& Fxog€e H: zy <k
b) H —nak K € R nem felsg korlatja < Jxzge H: xy> K

c) H nem korlatos alulrdl



Halmazok korlatossaga

Megoldas.
a) H —nak k € R nem als6 korlatja <& Fxog€e H: zy <k
b) H —nak K € R nem felsg korlatja < Jxzge H: xy> K
c) H nem korlatos alulrél < VEkeRIzge H: z9<k



Halmazok korlatossaga

Megoldas.
a) H —nak k € R nem als6 korlatja <& Fxog€e H: zy <k
b) H —nak K € R nem felsg korlatja < Jxzge H: xy> K
c) H nem korlatos alulrél < VEkeRIzge H: z9<k
d)

H nem korlatos feliilrél



Halmazok korlatossaga

Megoldas.

a) H —nak k € R nem als6 korlatja <& Fxog€e H: zy <k
b) H —nak K € R nem felsg korlatja < Jxzge H: xy> K
c) H nem korlatos alulrél < VEkeRIzge H: z9<k
d) H nem korlatos feliilrél & VK e RIzge H: 9> K



Halmazok korlatossaga

Megoldas.
a) H —nak k € R nem als6 korlatja <& Fxog€e H: zy <k
b) H —nak K € R nem felsg korlatja < Jxzge H: xy> K
c) H nem korlatos alulrél < VEkeRIzge H: z9<k
d) H nem korlatos feliilrél & VK e RIzge H: 9> K
)

e) H nem korlatos



Halmazok korlatossaga

Megoldas.
a) H —nak k € R nem als6 korlatja <& Fxog€e H: zy <k
b) H —nak K € R nem felsg korlatja < Jxzge H: xy> K
c) H nem korlatos alulrél < VEkeRIzge H: z9<k
d) H nem korlatos feliilrél & VK e RIzge H: 9> K
)

H nem korlatos & H nem korlatos alulrél VAGY nem
korlatos felilrsl

€



Halmazok korlatossaga

Megjegyzés
Feliilrél/alulrol korlatos halmaznak végtelen sok felsé/alsé korlatja
van.

Tétel
Feliilrél korlatos halmaz felsé korlatai kbzétt mindig van legkisebb és
alulrél korlatos halmaz alsé korlatai kézétt mindig van legnagyobb.



Also- és felsé hatar (inf és sup)

Definicié
® Feliilrél korlatosH C R, H # () halmaz felsé korlatai kozétt a
legkisebbet a halmaz szuprémumanak (felsé hataranak)
nevezziik. Jelélés: sup H.



Also- és felsé hatar (inf és sup)

Definicié
® Feliilrél korlatosH C R, H # () halmaz felsé korlatai kozétt a
legkisebbet a halmaz szuprémumanak (felsé hataranak)
nevezziik. Jelélés: sup H.
e Alulrdl korldtos H C R, H # () halmaz alsé korlatai kézott a
legnagyobbat a halmaz infimumanak (alsé hataranak)
nevezziik. Jel6lés: inf H.



Also- és felsé hatar (inf és sup)

Definicié

® Feliilrél korlatosH C R, H # () halmaz felsé korlatai kozétt a
legkisebbet a halmaz szuprémumanak (felsé hataranak)
nevezziik. Jelélés: sup H.

e Alulrdl korldtos H C R, H # () halmaz alsé korlatai kézott a
legnagyobbat a halmaz infimumanak (alsé hataranak)
nevezziik. Jel6lés: inf H.

e Haegy HC R, H # () halmaz nem korlatos feliilrél, akkor azt
mondjuk, hogy a szuprémuma +oc. Jelélés: sup H = +00.



Also- és felsé hatar (inf és sup)

Definicié

® Feliilrél korlatosH C R, H # () halmaz felsé korlatai kozétt a
legkisebbet a halmaz szuprémumanak (felsé hataranak)
nevezziik. Jelélés: sup H.

e Alulrdl korldtos H C R, H # () halmaz alsé korlatai kézott a
legnagyobbat a halmaz infimumanak (alsé hataranak)
nevezziik. Jel6lés: inf H.

® Haegy HC R, H # () halmaz nem korlatos feliilrél, akkor azt
mondjuk, hogy a szuprémuma +oc. Jelélés: sup H = +00.

® Haegy HC R, H # () halmaz nem korlatos alulrél, akkor azt
mondjuk, hogy az infinuma —oo. Jelélés: inf H = —oc.



a=inf H, § =sup H

Feladat
Fogalmazzuk meg pozitiv allitas formajaban, hogy o = inf H,
8 =supH.



a=inf H, § =sup H

Feladat

Fogalmazzuk meg pozitiv allitas formajaban, hogy o = inf H,
8 =supH.

Megoldas. o = inf H <



a=inf H, § =sup H

Feladat
Fogalmazzuk meg pozitiv allitas formajaban, hogy o = inf H,
8 =supH.
Megoldas. o = inf H <
)VeeHaz>a



a=inf H, § =sup H

Feladat
Fogalmazzuk meg pozitiv allitas formajaban, hogy o = inf H,
8 =supH.
Megoldas. o = inf H <
) VeeHz>a«
i) Ve>0esetén 3 g € H elem, melyre o < a+¢



a=inf H, § =sup H

Feladat
Fogalmazzuk meg pozitiv allitas formajaban, hogy o = inf H,
8 =supH.
Megoldas. o = inf H <
) VeeHz>a«
i) Ve>0esetén 3 g € H elem, melyre o < a+¢
8 =sup H&



a=inf H, § =sup H

Feladat
Fogalmazzuk meg pozitiv allitas formajaban, hogy o = inf H,
8 =supH.
Megoldas. o = inf H <
)VeeHaz>a
i) Ve>0esetén 3 g € H elem, melyre o < a+¢
8 =sup H&
)VeeHaxz<p



a=inf H, § =sup H

Feladat
Fogalmazzuk meg pozitiv allitas formajaban, hogy o = inf H,
8 =supH.
Megoldas. o = inf H <
)VeeHz>a
i) Ve>0esetén 3 g € H elem, melyre o < a+¢
8 =sup H&
)VeeHaxz<p
i) Ve>0esetén 3 xp € H elem, melyre g > f —¢



Szélssérték és korlatossag kapcsolata

Feladat
Milyen kapcsolatot tud megfogalmazni és igazolni a halmazok
szélsGértéke és korlatossaga kozott ?



SzélsGérték és korlatossag kapcsolata

Feladat
Milyen kapcsolatot tud megfogalmazni és igazolni a halmazok
szélsGértéke és korlatossaga kozott ?

Megoldas. Legyen H C R, H # ().

dM:=maxH = dsupH, é supH =maxH =M



SzélsGérték és korlatossag kapcsolata

Feladat
Milyen kapcsolatot tud megfogalmazni és igazolni a halmazok
szélsGértéke és korlatossaga kozott ?

Megoldas. Legyen H C R, H # ().
dM:=maxH = dsupH, é supH =maxH =M

Indoklas: M egy jé felsé korlat és nem lehet nala kisebb felsé
korlat, mert M € H.



SzélsGérték és korlatossag kapcsolata

Feladat
Milyen kapcsolatot tud megfogalmazni és igazolni a halmazok
szélsGértéke és korlatossaga kozott ?

Megoldas. Legyen H C R, H # ().
dM:=maxH = dsupH, é supH =maxH =M

Indoklas: M egy jé felsé korlat és nem lehet nala kisebb felsé
korlat, mert M € H.

dm:=minH = dinfH, és infH =minH =m



SzélsGérték és korlatossag kapcsolata

Feladat
Milyen kapcsolatot tud megfogalmazni és igazolni a halmazok
szélsGértéke és korlatossaga kozott ?

Megoldas. Legyen H C R, H # ().
dM:=maxH = dsupH, é supH =maxH =M

Indoklas: M egy jé felsé korlat és nem lehet nala kisebb felsé
korlat, mert M € H.

dm:=minH = dinfH, és infH =minH =m

Indoklas: m egy j6 alsé korlat és nem lehet nala nagyobb alsé
korlat, mert m € H.



Gyakorlas

Feladat
Vizsgalja meg az alabbi szamhalmazokat szélsGérték, és korlatossag
szempontjabdl is. Adja meg az infimumot és a szuprémomot is!

a) H :=[—-1,3]

b) H :=[-1,3)

) H:=[-13)U {4}

d) H :=(—00,0) U{2}
e)H:{§:0<x<1;0<y<2x}



Megoldas, H := [—1,3]

a) H:=[-13]={zeR : -1<2z<3}
Sejtés: min H = —1, max H = 3,
I 4

infH =-1, supH =3.



Megoldas, H := [—1,3]

a) H:=[-13]={zeR : -1<2z<3}
Sejtés: min H = —1, max H = 3,
I 4

infH =-1, supH =3.
- -

?
i) —-1le H



Megoldas, H := [—1,3]

a) H:=[-13]={zeR : -1<2z<3}
Sejtés: min H = —1, max H = 3,
I 4

infH =-1, supH =3.
- -

?
i)-leH V



Megoldas, H := [—1,3]

a) H:=[-13]={zeR : -1<2z<3}
Sejtés: min H = —1, max H = 3,
I 4

infH =-1, supH =3.
i [ = —1] o
?
i)-leH V

?
i) Ve H esetén z > —1



Megoldas, H := [—1,3]

a) H:=[-13]={zeR : -1<2z<3}
Sejtés: min H = —1, max H = 3,
I 4

infH =-1, supH =3.
i [ = —1] o
?
i)-leH V

?
i) Voe Hesetenz > -1



Megoldas, H := [—1,3]

a) H:=[-13]={zeR : -1<2z<3}
Sejtés: min H = —1, max H = 3,
I 4

infH =-1, supH =3.
i [ = —1] o
?
i)-leH V

?
i) Voe Hesetenz > -1

(max H =3



Megoldas, H := [—1,3]

a) H:=[-13]={zeR : -1<2z<3}
Sejtés: min H = —1, max H = 3,
I 4

infH =-1, supH =3.
i [ = —1] o
?
i)-leH V

?
i) Voe Hesetenz > -1
[max H = 3]

?
i)3eH



Megoldas, H := [—1,3]

a) H:=[-13]={zeR : -1<2z<3}
Sejtés: min H = —1, max H = 3,
I 4

infH =-1, supH =3.
i [ = —1] o
?
i)-leH V

?
i) Voe Hesetenz > -1
[max H = 3]

NV3eH v



Megoldas, H := [—1,3]

a) H:=[-13]={zeR : -1<2z<3}
Sejtés: min H = —1, max H = 3,
I 4

infH=-1, supH =3.
i [ = —1] o
?
i)-leH V
?

i) Voe Hesetenz > -1

[max H =3
?
i)3eH V

?
i) Vaoe H esetén z <3



Megoldas, H := [—1,3]

a) H:=[-13]={zeR : -1<2z<3}
Sejtés: min H = —1, max H = 3,
I 4

infH=-1, supH =3.
i [ = —1] o
?
i)-leH V
?

i) Voe Hesetenz > -1

[max H =3
?
i)3eH V

?
i) Vee Hesetenz <3 v



Megoldas, H := [—1,3)
by H:=[-13)={zeR : -1 <z <3}
Sejtés: min H = —1, maxH = 3,

I
inf H =-1, supH =3.

Biz.: , mint a)-ban.



Megoldas, H := [—1,3)
by H:=[-13)={zeR : -1 <z <3}
Sejtés: min H = —1, maxH = 3,

I
inf H =-1, supH =3.

Biz.: , mint a)-ban.
-



Megoldas, H := [—1,3)

b) H:=[-13)={z€R : -1 <z <3}
Sejtés: min H = —1, max H = 3,

I
inf H =-1, supH =3.

Biz.: , mint a)-ban.
-

?
i) VeeHaz<3



Megoldas, H := [—1,3)

b) H:=[-13)={z€R : -1 <z <3}
Sejtés: min H = —1, max H = 3,

I
inf H =-1, supH =3.

Biz.: , mint a)-ban.
-

?
i) Vee Hx <3 V, hiszen minden H-beli z-re —1 < x < 3.



Megoldas, H := [—1,3)
by H:=[-13)={zeR : -1 <z <3}
Sejtés: min H = —1, maxH = 3,

I
inf H =-1, supH =3.

Biz.: , mint a)-ban.
-

?
i) Vee Hx <3 V, hiszen minden H-beli z-re —1 < x < 3.
?
i) Ve>0esetén 3 g € H elem, melyre 29 >3 — ¢



Megoldas, H := [—1,3)
by H:=[-13)={zeR : -1 <z <3}
Sejtés: min H = —1, maxH = 3,

I
inf H =-1, supH =3.

Biz.: , mint a)-ban.
-

?
i) Vee Hx <3 V, hiszen minden H-beli z-re —1 < x < 3.
?
i) Ve>0esetén 3 g € H elem, melyre 9 >3 —¢ , hiszen



Megoldas, H := [—1,3)
b) H:=[-13)={z€R : -1 <z <3}
Sejtés: min H = —1, max H = 3,
3
inf H =-1, supH =3.
Biz.: , mint a)-ban.
-

?
i) Vee Hx <3 V, hiszen minden H-beli z-re —1 < x < 3.
?
i) Ve>0esetén 3 g € H elem, melyre 9 >3 —¢ , hiszen
® ha e <4, akkor z := 2E3==_re teljesiil, hogy

1§3—5<x0<3,



Megoldas, H := [—1,3)
by H:=[-13)={zeR : -1 <z <3}
Sejtés: min H = —1, maxH = 3,
4
inf H =-1, supH =3.

Biz.: , mint a)-ban.
-

?
i) Vee Hx <3 V, hiszen minden H-beli z-re —1 < x < 3.
?
i) Ve>0esetén 3 g € H elem, melyre 9 >3 —¢ , hiszen
® ha e <4, akkor z := 2E3==_re teljesiil, hogy
-1 § 3—e<x9<3,
® ha ¢ > 4, akkor minden zo € H j6.

max H =3



Megoldas, H := [—1,3)
b) H:=[-13)={z€R : -1 <z <3}
Sejtés: min H = —1, max H = 3,
3
inf H =-1, supH =3.
Biz.: , mint a)-ban.
-

?
i) Vee Hx <3 V, hiszen minden H-beli z-re —1 < x < 3.
?
i) Ve>0esetén 3 g € H elem, melyre 9 >3 —¢ , hiszen
® ha e <4, akkor z := 2E3==_re teljesiil, hogy
-1 § 3—e<x9<3,
® ha ¢ > 4, akkor minden zo € H j6.

Ha létezne max H, akkor sziikségképpen

max H =sup H = 3, de 3 ¢ H, igy nem létezik a maximum. O



Megoldas, H :=[—1,3) U {4}

c) H:=[-13)u{d} ={zeR : -1 <x<3 vagy z =4}
Sejtés: min H = —1, max H =4,
¥ ¢

inf H =-1, supH =4.

Biz.: [ 1 = 1] =



Megoldas, H :=[—1,3) U {4}

c) H:=[-13)u{d} ={zeR : -1 <x<3 vagy z =4}
Sejtés: min H = —1, max H =4,
¥ ¢

inf H =-1, supH =4.
B -

?
i) —-1le H



Megoldas, H :=[—1,3) U {4}

c) H:=[-13)u{d} ={zeR : -1 <x<3 vagy z =4}
Sejtés: min H = —1, max H =4,
¥ ¢

inf H =-1, supH =4.
B -

"
) -1eH



Megoldas, H :=[—1,3) U {4}

c) H:=[-13)u{d} ={zeR : -1 <x<3 vagy z =4}
Sejtés: min H = —1, max H =4,
¥ ¢

inf H =-1, supH =4.
Bie: [ = 1] o
?
i)-leH V

?
i) Vae H esetén x > —1



Megoldas, H := [—1,3) U {4}

c) H:=[-13)u{d} ={zeR : -1 <x<3 vagy z =4}
Sejtés: min H = —1, max H =4,
¥ ¢

inf H =-1, supH =4.
i [ = 1]
?
i)-leH V

?
i) Vo€ Heseténxz > —1  , hiszen 4 > —1 és igy minden
x € H-ra teljesiil, hogy = > —1.



Megoldas, H := [—1,3) U {4}

c) H:=[-13)u{d} ={zeR : -1 <x<3 vagy z =4}
Sejtés: min H = —1, max H =4,
¥ ¢

inf H =-1, supH =4.
i [ = 1]
?
i)-leH V

?
i) Vo€ Heseténxz > —1  , hiszen 4 > —1 és igy minden
x € H-ra teljesiil, hogy = > —1.

[max H = 4] &



Megoldas, H := [—1,3) U {4}

c) H:=[-13)u{d} ={zeR : -1 <x<3 vagy z =4}
Sejtés: min H = —1, max H =4,
¥ ¢

inf H =-1, supH =4.
i [ = 1]
?
i)-leH V

?
i) Vo€ Heseténxz > —1  , hiszen 4 > —1 és igy minden
x € H-ra teljesiil, hogy = > —1.

[max H = 4] &

?
)4ecH



Megoldas, H := [—1,3) U {4}

c) H:=[-13)u{d} ={zeR : -1 <x<3 vagy z =4}
Sejtés: min H = —1, max H =4,
¥ ¢

inf H =-1, supH =4.
i [ = 1]
?
i)-leH V

?
i) Vo€ Heseténxz > —1  , hiszen 4 > —1 és igy minden
x € H-ra teljesiil, hogy = > —1.

[max H = 4] &

?
i)4de H V



Megoldas, H :=[—1,3) U {4}

c) H:=[-13)u{d} ={zeR : -1 <x<3 vagy z =4}
Sejtés: min H = —1, max H =4,
¥ ¢

inf H =-1, supH =4.
i [ = 1]
?
i)-leH V

?
i) Vo€ Heseténxz > —1  , hiszen 4 > —1 és igy minden
x € H-ra teljesiil, hogy = > —1.
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Megoldas, H :=[—1,3) U {4}

c) H:=[-13)u{d} ={zeR : -1 <x<3 vagy z =4}
Sejtés: min H = —1, max H =4,
¥ ¢

inf H =-1, supH =4.
i [ = 1]
?
i)-leH V

?
i) Vo€ Heseténxz > —1  , hiszen 4 > —1 és igy minden
x € H-ra teljesiil, hogy = > —1.

[max H = 4] &

?
i)4de H V
?
i) Vee Hesettnz <4



Megoldas, H := (—o00,0) U {2}
d) H:=(-00,0)U2={z€R : 2<0 vagy z=2}
Sejtés: min H =3, maxH =2,
i) 4
inf H=—00, supH =2.
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d) H:=(—o0,0)0U2={z€R : <0 vagy = =2}
Sejtés: min H =3, maxH =2,
i) 4
inf H=—00, supH =2.

?
Biz.: < V k € R esetén 3 g € H elem, melyre
xo <k V', hiszen

® ha k > 0, akkor minden zg < 0 j6.



Megoldas, H := (—o00,0) U {2}

d) H:=(-00,0)U2={z€R : 2<0 vagy z=2}

Sejtés: minH =4, maxH =2,

f \
inf H=—00, supH =2.

Biz.: < V k € R esetén ;I xo € H elem, melyre
xo <k V', hiszen

® ha k > 0, akkor minden zg < 0 j6.

® ha k < 0, akkor xg := 2k-ra teljesiil, hogy

xg =2k < k <O.



Megoldas, H := (—o00,0) U {2}
d) H:=(-00,0)U2={z€R : 2<0 vagy z=2}
Sejtés: minH =4, maxH =2,
f \
inf H=—00, supH =2.
Biz.: < V k € R esetén ;I xo € H elem, melyre
xo <k V', hiszen
® ha k > 0, akkor minden zg < 0 j6.
® ha k < 0, akkor xg := 2k-ra teljesiil, hogy

xg =2k < k <O.
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Megoldas, H := (—o00,0) U {2}
d) H:=(-00,0)U2={z€R : 2<0 vagy z=2}
Sejtés: minH =4, maxH =2,
f \
inf H=—00, supH =2.
Biz.: < V k € R esetén ;I xo € H elem, melyre
xo <k V', hiszen
® ha k > 0, akkor minden zg < 0 j6.
® ha k < 0, akkor xg := 2k-ra teljesiil, hogy

xg =2k < k <O.
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Megoldas, H := (—o00,0) U {2}
d) H:=(-00,0)U2={z€R : 2<0 vagy z=2}
Sejtés: minH =4, maxH =2,
f \
inf H=—00, supH =2.
Biz.: < V k € R esetén ;I xo € H elem, melyre
xo <k V', hiszen
® ha k > 0, akkor minden zg < 0 j6.
® ha k < 0, akkor xg := 2k-ra teljesiil, hogy

xg =2k < k <O.
(max H = 2]+

?
i)2eH V



Megoldas, H := (—o00,0) U {2}
d) H:=(-00,0)U2={z€R : 2<0 vagy z=2}
Sejtés: minH =4, maxH =2,
f \
inf H=—00, supH =2.
Biz.: < V k € R esetén ;I xo € H elem, melyre
xo <k V', hiszen
® ha k > 0, akkor minden zg < 0 j6.
® ha k < 0, akkor xg := 2k-ra teljesiil, hogy

xg =2k < k <O.
[max 1 = 2| &
?
i)2eH V

?
i) Vae H esetén x <2



Megoldas, H := (—o00,0) U {2}
d) H:=(-00,0)U2={z€R : 2<0 vagy z=2}
Sejtés: minH =4, maxH =2,
f \
inf H=—00, supH =2.
Biz.: < V k € R esetén ;I xo € H elem, melyre
xo <k V', hiszen
® ha k > 0, akkor minden zg < 0 j6.
® ha k < 0, akkor xg := 2k-ra teljesiil, hogy

xg =2k < k <O.
[max 1 = 2| &
?
i)2eH V

?
i) Vee Hesettnz <2



Megoldés,H;:{gz 0<a<l; O<y<2x}

d)H:z{%: 0<z<l; O<y<2x}
Sejtés: min H =3, maxH =3,

1)
inf H = %, sup H = +o0.

Biz.:|inf H =1 |«




Megoldés,H;:{gz 0<a<l; O<y<2x}

d)H:z{%: 0<z<l; O<y<2x}

min H =3, maxH =3,
1)

ian:%, sup H = +o0.

Sejtés:

Biz.:|inf H =1 |«

2

) Vhe Hh>3



Megoldas, H — {g: 0<a<l; O<y<2x}
d)H:z{%: 0<z<l; O<y<2x}

Sejtés: min H =3, maxH =3,

1)
inf H = %, sup H = +o0.

Biz.: |inf H = § | &

?
i) VheHh> % V', hiszen minden H-beli elem h = % alaka,
ahol 0 <z < 1és0<y <2z, igy
x T 1

y 2z 2



Megoldas, H — {g: 0<a<l; O<y<2x}
d)H:z{%: 0<z<l; O<y<2x}

Sejtés: min H =3, maxH =3,

1)
inf H = %, sup H = +o0.

Biz.: |inf H = § | &

?
i) VheHh> % V', hiszen minden H-beli elem h = % alaka,
ahol 0 <z < 1és0<y <2z, igy
x T 1

y 2z 2

?
i) V&> 0esetén 3 hy € H elem, melyre hg < § +¢,



Megoldas, H := {f 0<z<l; 0<y<2x}
d)H:z{%: 0<z<l; O<y<2x}

Sejtés: min H =3, maxH =3,

1)
inf H = %, sup H = +o0.

Biz.: |inf H = § | &

?
i) VheHh> % V', hiszen minden H-beli elem h = % alaka,
ahol 0 <z < 1és0<y <2z, igy

h:§>£:1.
y 2z 2

?
i) Ve>0 esetén 3 hy € H elem, melyre hy < % + g, azaz
keresiink olyan xg € (0,1), yo € (0,2z9) szamokat, melyre
o < %—l— € ...
Yo



Megoldés,H;:{gz 0<a<l; O<y<2x}

Keresiink olyan z¢ € (0,1), yo € (0,2x0) szamokat, melyre
< dte
Yo



Megoldas, H := {f ;

Keresiink olyan z¢ € (0,1), yo € (0,2x0) szamokat, melyre

O<x<1;0<y<2x}

20 1

w <2 +e€

Legyen xq := i (Most akarmelyik szamot vehettem volna a (0,1)
intervallumon!), és keresiink olyan yo € (0,2z¢) = (0, 3) szamot,
melyre

1 < 1+
— €
4yo



Megoldas, H := {f ;

Keresiink olyan z¢ € (0,1), yo € (0,2x0) szamokat, melyre
zo 1

w <3T¢€
Legyen xg :=
intervallumon
melyre

O<x<1;0<y<2x}

1 (Most akarmelyik szamot vehettem volna a (0,1)
)

1), és keresiink olyan yo € (0,2x¢) = (0, %) szamot,

1 1 1 +
— €
4yo
Ezt az egyenl&tlenséget y9-ra rendezve kapjuk, hogy

1
< Yo- 1
214 W (1)




Megoldés,H::{gz 0<z<l; 0<y<2x}

Keresiink olyan z¢ € (0,1), yo € (0,2x0) szamokat, melyre
T 1

278 < 5 +¢€
Legyen xq := i (Most akarmelyik szamot vehettem volna a (0,1)
intervallumon!), és keresiink olyan yo € (0,2z¢) = (0, %) szamot,

melyre
1 1 1 +
— €
4yo
Ezt az egyenl&tlenséget y9-ra rendezve kapjuk, hogy

1
< Yo- 1
214 W (1)

. . 1 1
Mivel € > 0, ezért e < 70 18y

1
,+7
. PRIPEY
Yo = 2+ <

szamra teljesiil, hogy yo € (0, %) és (1). Ezzel belattuk, hogy ii) is
teljesiil. v/



Megoldés,H;:{gz 0<a<l; O<y<2x}



Megoldés,H::{fz 0<z<l; 0<y<2x}

Ha létezne min H, akkor sziikségképpen

min H = inf H = % de % ¢ H, mert az csak y = 2z esetén
teljesiilne, igy nem létezik a minimum.



Megoldés,H::{fz 0<z<l; 0<y<2x}

Ha létezne min H, akkor sziikségképpen
min H = inf H = % de % ¢ H, mert az csak y = 2z esetén
teljesiilne, igy nem létezik a minimum.
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teljesiilne, igy nem létezik a minimum.
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teljesiilne, igy nem létezik a minimum.
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Megoldés,H::{fz 0<z<l; 0<y<2x}

Ha létezne min H, akkor sziikségképpen
min H = inf H = % de % ¢ H, mert az csak y = 2z esetén
teljesiilne, igy nem létezik a minimum.

?
&V K € R esetén 3 hg € H elem, melyre hg > K

V', hiszen

e ha K < % akkor minden hg € H j6,



Megoldés,H::{gz 0<z<l; 0<y<2x}

Ha létezne min H, akkor sziikségképpen
min H = inf H = % de % ¢ H, mert az csak y = 2z esetén
teljesiilne, igy nem létezik a minimum.

?
&V K € R esetén 3 hg € H elem, melyre hg > K

V', hiszen

e ha K < % akkor minden hg € H j6,

® ha K > % akkor példaul zg := %-re keresiink olyan yo € (0,1)
szamot, melyre
1
ho = 20— = S K.
Yo 2y
Atrendezéssel kapjuk, hogy ﬁ > yg-nak kell teljesiilnie.
llyen yo € (0,1) létezik, példaul az yo := ﬁ szam jé (i <1).
[l
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